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基于矢量匹配-劳斯法的群桩阻抗改进模型 
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摘  要：采用薄层法算出群桩基础的频域阻抗，将群桩阻抗等效于一个单输入单输出系统，并表示为一个复数的频域传递函

数。基于矢量匹配法（VF 法），通过对传递函数拟合得到任意分层地基的群桩阻抗函数的集总参数形式。采用 VF 法对整体

频域拟合，可以得到多项分式分式阻抗形式，进而扩展成为 Wu-Lee 模型。结果表明，VF 法拟合得到的动力柔度函数可以

精确地匹配分层地基动力柔度函数，由于多项分式的形式可以直接扩展成为 Wu-Lee 集总参数模型，且数值稳定。对于高频

阻抗拟合需要采用高阶数，进行劳斯（Routh）降阶，得到较好的效果。 
关  键  词：矢量匹配法（VF 法）；群桩；阻抗；薄层法；集总参数模型 
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An improved model for dynamic impedance of pile groups  
based on vector fitting-Routh method 

 
ZHAO Hong1, 2,  GAO Guang-yun1, 2,  JIANG Zhou1, 2 

(1. Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China;  
2. Key Laboratory of Geotechnical and Underground Engineering of Ministry of Education, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

 
Abstract: The dynamic impedance of pile groups in the frequency domain is computed by thin layer method. It is represented by the 
complex transfer function in the frequency domain as single input and single output system. The fitting of complex transfer function 
is proposed through the vector fitting method (VF method), so as to obtain the lumped-parameter model for pile groups in layered 
ground. The dynamic impedance of partial-fraction expansion type can be obtained by VF method; it fits over the whole frequency 
range, which is easily converted to the Wu-Lee model. It is shown that the lumped-parameter model by the VF method is accurately 
to match the dynamic impedance of pile groups in layered ground. Due to its partial-fraction expansion type，the expression can be 
conveniently transferred into the Wu-Lee model; and the fitting is numerically stable. The number of terms for the partial-fraction 
expansion is big when the dynamic impedance for the high frequency is needed to fit. The reduced order method called the Routh 
method is introduced to make the order reduced, and it is shown the result for the reduction is good. 
Key words: vector fitting method(VF method); pile groups; dynamic impedance; thin layer method; lumped-parameter model 
 

1  引  言 

由于土体的非线性、地基的无界性、接触面的

非线性等复杂特性，土-结构的动力分析一直是岩土

工程师、结构工程师研究的热点。考虑到土-结构动

力相互作用必须从单一结构或地基扩展到结构-基

础-地基整体分析，传统的分析土-结构动力相互作

用方法主要有子结构法、整体法[1－3]。有限元数值

等整体建模方法计算量庞大，子结构法能够对地基、

结构分别考虑适合的方法，应用灵活。 

子结构分析中的关键就是地基阻抗。地基阻抗

的研究主要包括集总参数模型、弹性半空间模型、

有限元和边界元等[4]，集总参数模型物理意义不明

确，但由于需要的未知数少，且质-弹-阻的系数与

频率不关联，其方法简单而应用广泛。弹性半空间

理论模型逻辑推导严密，但只适用于土质均匀的情

况，对于分层地基较难得到理想的结果，对于基础

形式复杂的群桩基础也难以得到较满意效果[2]。有

限元、边界元、薄层法等数值方法适应性较强且精

度高，但复杂的计算过程使其工程实用性大大降低。 
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群桩基础的阻抗计算模型分为基于有限元等整

体建模的数值计算的整体法以及基于单桩文克尔模

型相互作用因子的方法[5]。有限元和边界元数值模

型虽然较为精确，但计算量大[6]。 
Wu 等[7]提出了基于连分式的嵌套集总参数模

型。Wolf[8－9]提出了基于多项分式的集总参数阻抗

模型，表示为刚度-阻尼的模型。Wu 等[10－11]提出了

简化的集总参数模型，模型由多个质量-弹簧-阻尼

组成。Wu 等[12]基于多项分式扩展提出了可扩展的

无质量的集总参数模型和两种基本的离散单元模

型，任意集总参数模型可以基于这两种模型扩展。

栾茂田[13]和刘志久[14]等也提出了集总模型，但其适

用性稍差，且不可扩展，模型物理意义不明确。

Safak[15]将基础阻抗方程等效为一个信号系统的频

域传递函数，对差分方程进行 Z 变换得到系统的频

域传递函数，并利用非线性最小二乘法迭代得到时

域方程系数。赵建锋等[16]计算了地基阻抗力时域计

算方法，并编制了相应的算法程序。刘伟庆等[17]基

于薄层法和扩展的复数 Chebyshev 多项式拟合了群

桩基础的集总参数阻抗模型，但对于复数的处理过

程复杂，并且拟合的集总参数模型需要计算展开成

多项分式才可扩展集总参数模型。 
文献[17]是通过薄层法计算出的群桩阻抗，用

复数 Chebyshev 多项式比值的形式进行拟合，进而

扩展得到 Wu-Lee 集总参数模型[12]，但文献[17]拟
合得到的结果是复数多项式比值形式，需扩展成

Wu-Lee 模型并对其展开成多项分式形式，易造成数

值不稳定，而且 Chebyshev 多项式扩展过程也比较

复杂。本文基于薄层法获得阻抗的基本解，通过群

桩阻抗等效于一个单输入单输出系统，进而表示为

一个复数的频域传递函数，基于矢量匹配法（vector 
fitting method，简称 VF 法）对传递函数拟合得到任

意分层地基的群桩阻抗函数的集总参数形式，拟合

精度高。由于是基于 Wu-Lee 模型的多项分式进行拟

合，因此，不需要对拟合的有理函数拆分成多项分

式，进而直接扩展成为 Wu-Lee 集总参数模型，由

于 VF 法是基于极点迭代匹配，因此数值稳定。对

于高阶传递函数阻抗形式需要阶数较高，可以对传

递函数进行 Routh 降阶，结果表明效果较好。 

2   薄层法计算分层地基阻抗 

2.1  薄层法基本原理 
如图 1 所示，薄层法是一种半解析半数值方法。

对波动微分方程进行竖向有限元离散，将土层划分

为有限个薄层，而在水平坐标方向进行解析求解。

薄层法基本方程[1]为 

  

T
p2

s

11s

3p 3

2
s s 2 2

[ ]

{ }{ }
     

{ } { }

[ ] { } { }

A

A

u
u

A E u

 





 

                    

           

         


  

B
B

E
E

      （1） 

式中：  2
s s[ ] [ ]E G M  ；  2

p p[ ] [ ]E G M  ；

/ c  ，为波数；为圆频率；c 为波速；1 2 3u u u、 、

为 x、y z、 方向的位移； 1 2 3  、 、 为 x y z、 、 方向

的应力；式（1）中的其他变量为系数矩阵。 
当薄层竖向离散采用二次插值时，分块系数矩

阵为[1] 
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                                        （2） 
式中： lG 、 l 分别为第 l 层的剪切模量和拉梅常

数； lh 为第 l 层的厚度；  为密度。 
 

 
图 1  薄层法基本原理 

Fig.1  Fundamental principle of thin layer method 
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2.2  薄层法计算群桩阻抗 
蒋通等[1, 23]基于薄层法研究了群桩基础的阻抗

矩阵： 
1 G 2 G

F F F F[ (i )] [ (i )] ([ ] [ ]) ([ ] [ ])S A K K M M       

                                        （3） 
式中：[ (i )]A  为由薄层法求出的层状弹性半空间中

地基节点群柔度矩阵； F[ ]K 、 F[ ]M 分别为基础的

刚度和质量矩阵； G
F[ ]K 、 G

F[ ]M 分别为与基础等体

积排土桩的刚度与质量矩阵。 
对于承台群桩基础阻抗，有 
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式中： P[ ]k 、 P[ ]m 分别为桩的刚度和质量矩阵；
G
P[ ]k 、 G

P[ ]m 分别为与桩同体积排土桩的刚度和质量

矩阵； B[ ]k 、 B[ ]m 为承台刚度及质量矩阵； G
B[ ]k 、

G
B[ ]m 分别为与承台同体积的排土承台的刚度和质

量矩阵。 
    将节点群分成基础刚体部分包含承台节点及群

桩基础桩头节点群、桩身节点两部分，分别建立节

点激振力与位移矩阵方程： 

{ } [ (i )]{ }P R U           （5） 

式中：{ }P 为节点激振荷载；[ (i )]R  为节点动力刚

度矩阵；{ }U 为节点位移； i 1  ，为复数单位。 
基础阻抗函数[ ]K 可以表示为 
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式中：[ ]T 为基础刚体节点位移与刚体位移关系的

几何变换矩阵； HHK 、 RRK 、 VVK 分别为基础水平、

回转和竖向阻抗函数； HRK 和 RHK 均为水平回转耦

合项。 

3  基于 VF 法的群桩阻抗优化模型 

3.1  阻抗函数与柔度函数 
地基基础可以等效成质量-弹簧-阻尼无限自由

度模型，基础在单位脉冲力作用下位移可以表示成

卷积形式： 

0
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
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式中： ( )dg   为输入单位动荷载的动力响应；

( )h t  为单位脉冲响应函数，根据线性时不变系统

（linear time-invariant system，简称 LTI 系统）时域

分析的卷积理论和傅立叶变换的卷积定理等信号知

识可知，系统满足 LTI 系统的特性，因此，可以将

地基与基础看成一个 LTI 系统滤波器，则激励荷载

x(t)与输出位移 y(t)之间可以表示为 n 阶的微分方

程： 
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式中： 0a ， 1a …， na ， 0b ， 1b … mb 均为常数，m≥

n。 
对式（8）进行 Laplace 变换得 
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式中： is  ， ( )X s 、 ( )Y s 分别为 x(t)、y(t)的 Laplace
变换。系统的参数识别可由薄层法算出的群桩阻抗

确定。由式（10）得到的为一复数，可以表示为 

    ( )G s g f s              （11） 

基础阻抗函数是与频率相关的函数，地基阻抗

函数是在频率域上的动激振力与地基动位移的比

值，地基阻抗可以表示为频域上的复函数形式： 

       s 0( ) [ ( ) i ( )] ( )K K k a c K s         （12） 

式中： sK 为地基的静刚度； ( )k  以及 ( )c  分别为

地基的刚度矩阵和阻尼矩阵。 
    地基柔度函数 ( )C  为阻抗函数的倒数，为地基

动位移与动荷载之间的比值： 
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式（11）、（13）具有相同的表述形式， ( )C s 为 
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由于地基无限域特性导致地基振动模态丰富， 
( )C s 用有限的自由度考虑丰富的模态成为十分复
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杂的问题。地基动柔度 ( )C s 是一个多自由度单输入

单输出系统，地基模态成分的丰富性，可以通过薄

层法计算获得阻抗数据，只要对式（14）中的系数

进行参数识别即可。对于式（14）中的参数识别，

一般都是通过线性最小二乘法来获得[18－20]，存在数

值阶数过高以及数值不稳定等问题。 
根据有理函数的性质[21]，可将式（14）中 ( )C s

表示为 

1
( )

N
i

i i

AC s
s a




             （15） 

式中： iA 和 ia 为复数，分别为留数和极点。 
由薄层法计算的柔度函数，通过参数识别得到

式（14）的参数，将式（14）分解为式（15）后存

在极点 ia 可能落在 s 域的左半开平面，这是一个不

稳定的系统[21]，数值出现不稳定。但本文计算模型

通过直接拟合式（15）中的地基动柔度，进而得到

分层地基群桩阻抗的集总参数模型，上述模型系统

的不稳定可通过计算迭代 ia 消除。 
式（15）即为本文采用的阻抗模型，可通过拟

合地基的动柔度得到地基的阻抗模型，其参数识别

通过薄层法获得，识别方法通过 VF 法，该方法的

优势在于直接拟合式（15），而不是拟合式（14），继

而计算式（14）的分母获得极点。直接拟合式（15）
得到的阻抗非常稳定，可以拟合高阶的分子、分母

多项式。 
3.2  VF 法基本原理 

VF 法[22]是一种高效、稳定的拟合多项式分式

的方法，在电路信号滤波器拟合中应用广泛，可以

拟合高阶宽频带的平滑或者有共振峰值的曲线。另

外，VF 法拟合分式多项式，可以变换非线性问题

为线性问题，通过最小二乘法方程组寻找最优解。 
    VF 法通过有理函数近似拟合频率传递函数

( )f s ，采用部分分式和的形式逼近 ( )f s ： 
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式中：d 和 e为实数， iA 和 ia 为复数，分别为留数

和极点。通过设置初始极点 ia 的办法实现拟合的未

知量的线性化，这样未知系数就是只有 iA 、d 、e通
过线性最小二乘法实现极点重定位，获得修正的极

点，d 、e可选择，本文都取为 0。极点要设置在需

要拟合的频率范围内，拟合阶数为初始点个数：  

  

1

fit 1

fit

1

( )( ) ( )( )
( ) ( )

N

n
n
N

n
n

s zf sf s
s s z











 





 
        （17） 

通过不断修正极点 ia 得到最终极点。再由最终

极点得到多项分式的留数。 ( )f s 极点的确定是通过

引进一个随频率变化的与 ( )f s 同极点的函数，通过

fit ( )s 的零点匹配 ( )f s 的极点，采用最小二乘法不

断地重定位极点。新极点确定后再确定未知留数。 
对于初始极点的选择，必须包含共轭复数，否

则会造成数值不稳定： 

na j    ， 1na j         （18） 

式中： /100  。 
从式（18）可以看出， ia 实部设置为  ，可

以保证拟合系统的稳定性。这是 VF 法较其他拟合

方法更优越的地方。 
3.3  VF 法拟合层状地基阻抗 

基于 VF 法进行 Matlab 编程拟合得到的地基动

柔度形如式（15），拟合时可通过增加多项分式的项

数达到高精度，而不需考虑式(14)拟合导致的数值

不稳定，再将式（15）直接扩展成为文献[11]的
Wu-Lee 集总参数模型即可。 

承台群桩基础的数据引自文献[1]第 9.3 节，承

台尺寸为 4.4 m×4.4 m×4.0 m，群桩采用 2×2 群桩，

单桩直径为 0.6 m，桩长为 7.5 m，桩间距 s=2.2 m。

桩材密度为 2 500 kg/m3，泊松比为 0.15，弹性模量

为 24 GPa。层状地基参数见表 1。 
 

表 1  层状地基参数 
Table 1  Parameters for layered ground 

层号 
厚度 
/ m 

剪切波速 
Vs /(m/s) 

质量密度 
Ρs /(kg/m3) 

泊松比 
υs 

阻尼比 
hs /% 

1 0.5  95 1 850 0.19 3.0 
2 2.5 145 1 850 0.34 3.0 
3 0.3 144 1 800 0.21 2.0 
4 1.6 200 1 800 0.18 2.0 
5 1.6 256 1 800 0.29 2.0 
6 3.4 256 1 800 0.43 2.0 
7 ∞ 510 1 750 0.46 1.0 

 
采用 VF 法拟合群桩地基阻抗，取阶数 N=10，

则得到拟合水平向、回转、竖向阻抗的结果如图 2～4
所示。 

本文拟合的动柔度函数可以直接展开成式(15)
形式，式中的系数可以通过拟合计算得到： 

=10

1
( )

N
i

i i

Af s
s a




             （19） 

当群桩承受高频振动时，阻抗可能出现较大波

动，需要拟合的阶数变多。阶数越多，拟合精度越

高。图 5、6 为在承受高频段时的阻抗图，可以看出，

在低频段 N=60 时，拟合精度已较高，但在高频处
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拟合效果较差，因此，拟合高频部分需要增加阶数。

图 6 为 N=70 时的拟合效果图，可以看出，拟合效

果较好。由此只要拟合阶数足够多，就可达较高精

度要求。因此，当阻抗波动较大时，需扩大拟合阶

数，特别是在高频段。 
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图 2  水平向阻抗 VF 拟合 

Fig.2  VF fitting for horizontal dynamic impedance 
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图 3  回转阻抗 VF 拟合 

Fig.3  VF fitting for rotary dynamic impedance 
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图 4  竖向阻抗 VF 拟合 

Fig.4  VF fitting for vertical dynamic impedance 
 

3.4  降阶模型的考虑 
整体阻抗函数的建立包括高频段的阻抗拟合，

因此，需要的阶数较多，而一般的群桩阻抗可以根

据需要，选择关键频段进行筛选拟合。具体建模时，

可以根据实际需要拟合的大致频段范围进行拟合。 
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图 5  高频群桩阻抗 VF 拟合图（N=60） 

Fig. 5  VF fitting for dynamic impedance of pile groups at 
high frequencies (N=60) 
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图 6  高频群桩阻抗 VF 拟合图（N=70） 

Fig. 6  VF fitting for dynamic impedance of pile groups at 
high frequencies (N=70) 

 
对于高频段的拟合，需要采用降阶模型。模型

降阶方法较多，其中 Pade 法计算量小，应用比较多，

但 Pade 降阶存在一个问题，对一个系统进行频域传

递函数变换后，系统函数可能出现数值不稳定。而

Routh 法计算量，最大的优点是原系统函数式稳定，

变换后系统仍然稳定，本文采用该法。 
式（16）确定的系数适用于高频段拟合，需要

较多阶数，现将式（16）展开成式（14）形式，由

文献[24]，则式(14)的函数可表示为 

1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )K s f s f s f s      

1 2
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
in

n n i j
i j

f s f s f s f s 
 

    （20） 

其中： 
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2
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1

1
1
1
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k
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s
s

s


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












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      （21） 

(k = 1, 2, 3,n) 
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式（20）即为 - 的展开式。构造 Routh 表[25]，

可以求出系数。截取式（20）中的前 k 项即可。 
本文采用 Routh 理论进行系统降阶，降阶后阶

数约为 42 阶，见图 7。 
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图 7  高频群桩阻抗 Routh 近似图（N≈42） 
Fig.7  Routh approximation for dynamic impedance of pile 

groups at high frequencies (N≈42) 
 

4  阻抗模型的建立 

拟合后的式（16）可以表述为基于文献[12]的
Wu-Lee 模型，如图 8 所示。 

对式（14），若拟合得到的解如式（18）形式，

如果 na 为整数，则可以扩展为图 8(a)所示的一阶模

型，若 na 和 +1na 为共轭复数，则扩展为图 8(b)的二

阶模型。若共有 K 对共轭复数极点， 2N K 个实

数极点： 

2 1

2

1,2,

n

n

a j
a j
n K

 
 

    
   
  

          （22） 

 

  
(a) 一阶模型                 (b)   二阶模型 

图 8  Wu-Lee 两个基本离散模型 
Fig.8  Two basic discrete models of Wu-Lee model 
 
式（15）可以表述为 

2

1 1 22 2 1

( )
K K N K

l l l

l l l Kl l l

A A AC s
s a s a s a



  

   
  

     （23） 

式（23）中前两项为 K 对共轭复数表示的动柔

度函数项，第 3 项为实数极点的动力柔度函数项。 

将式（23）中的前两项合并得 

 1 0
2

1 2 11 0

( )
K N

ll l
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Ag s gC s
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    （24） 

对于一阶模型，易得动柔度函数为 

1
1 1 1( )
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C ac k c s k s a s

A A
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                                       （25） 
得到一阶模型系数： 

1
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l

c
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 ， l
l

l
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A
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            （26） 

对于二阶模型，对应式（24）中的第 1 项和 
图 8(b)，易得 
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                                       （27） 
二阶模型系数为 
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5  结  论 

（1）通过对阻抗模型采用薄层法得到的阻抗数

据，用 VF 法进行拟合得到集总参数模型阻抗，拟

合效果好，采用较少的阶数即得到较好的结果。 
（2）基于 VF 法拟合的结果是多项分式形式，

kl1 cl1

kl2

cl2 

k1 c1 

1

2
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为留数与极点形式，可以直接展开成 Wu-Lee 两个

基本模型，这是其他传递函数拟合不具备的特点，

而且通过极点匹配，数值稳定。 
（3）通过 VF 拟合得到的动力柔度函数可以扩

展成 Wu-Lee 基本模型，本文得到了集总参数模型

的两个基本模型系数。 
（4）对于高频群桩阻抗，拟合效果亦较好，但

是阶数较多时扩展成 Wu-Lee 模型有难度，需要采

取模型降阶的方法，Routh 法效果较好。 
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